


































Xの時刻 tにおける位置ベクトルを xとすると，物質点 Xそのものの運動は tを変数とする次式で表さ
れる． 
( ,tXxx = )        (A1.1) 
これは，｢時刻 t0の基準配置において位置 X を占めていた物質点が，時刻 t において占める位置は xで
ある｣ことを意味している．これは物質表示(material description，Lagrangian description)とよばれる記述法
として知られる．このとき時刻 t0から tまでの変位ベクトル uは次式によって定義される． 
u x X= −        (A1.2) 
以上の概念を Fig.A1.1に示す．Fig.A1.1では，物体を構成する粒子 pが基準時刻 t0において空間に固定
された点 Aを占めており，時刻 tでは空間に固定された点 Bを占めている様子を示している． 
式(A1.1)は任意の時刻 tに関して，次式のような一義的な逆の関係を考えることができる． 
( ),txXX =        (A1.3) 
これは，｢時刻 t で空間内の位置 x を通過する物質点のラベル，すなわち基準時刻 t0での位置は Xであ
る｣ことを意味し，空間内に固定された点 xに着目している．これは空間表示(spatial description，Eulerian 
description)とよばれる記述法として知られる．本研究で対象とする固体力学では，通常材料の物質点に 


































A1.1.2 変形勾配テンソル  
基準配置における物質点Xおよびその近傍の点X+dXは，式(A1.1)より現時刻 tではそれぞれ ( ),x X t ，
( ),x X+ Xd t の位置を占める．dXが微小であれば， 
( ) ( ) ( ) ( )xx x X dX x X x X X x X F X
X
d ,t ,t ,t d ,t d∂= + − ≈ + ⋅ − ≡ ⋅∂   (A1.4) 
のように dXに対して線形関係が成立すると仮定できる．このとき dXから dxへの線形変換を行うテン
ソル Fは，直交デカルト座標系 e を用いると， i
xF e e e e
X
i




∂∂= = ⊗ ≡ ⊗∂ ∂ j      (A1.5) 
と定義される．これは物質点 X の近傍の相対的な変形を特徴づけることから，変形勾配テンソル
(deformation gradient tensor)とよばれる．ここでは，物質点は変形前後で一対一対応する(dxと dXが一対
一対応する)変形，つまり 












― A-2 ― 
APPENDICES 
 
[ ] ( ) cbaabc ⋅×≡        (A1.8) 
というスカラー三重積を定義する．基準配置において dX1，dX2，dX3を三辺とする体積 dV の微小平行
六面体が，変形後の現配置では dx1，dx2，dx3 を三辺とする微小平行六面体になるとすると，変形後の
体積 dvは 
[ ] [1 2 3 1 2 3x x x F X F X F X, , , ,dv d d d d d d= = ⋅ ⋅ ]⋅  
( )[ ] ( )1 2 3F X X X Fd d d dV JdV= =det , , det ≡    (A1.9) 
と表すことができる．すなわち，detF は体積変化率を表す．このとき detF もしくは J はヤコビアン
(Jacobian)とよばれる．また変形前後の質量密度をそれぞれ 0ρ ， ρとすると，質量保存則より 





dvJ        (A1.11) 
と表すこともできる．これを物質表示による連続の式(Euler’s equation of continuity)とよぶ． 
 変形勾配テンソル Fが特異ではないとき(すなわち式(A1.7)が成立するとき)，Ｆは直交テンソル R，正
定値対称テンソル Uを用いて次のように分解できる． 
URF ⋅=        (A1.12) 
したがって， 
( ) ( )x R U X R U Xd d= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅d      (A1.13) 
これを右極分解(right polar decomposition)とよび，Uをとくに右ストレッチテンソル(right stretch tensor)
とよぶ．右極分解の物理的意味を Fig.A1.2 に示す．右ストレッチテンソル U の固有値を iλ とすると，
微小ベクトル dXはまず Uの主軸方向に iλ 倍に伸縮変形する．そして次に微小ベクトル U・dXは伸縮




A1.1.3 ひずみテンソル  
Fig.A1.3に示すように，ある物質点を起点とする任意の微小ベクトル dX，dX*が変形後に dx，dx*にな
ることを考える．これら微小ベクトルの変形前後の内積の差をとると， 
( ) ( )
( ) ( )
2
x x X X F X F X X X
X F F I X X C I X
X E X
T
d d d d d d d d
d d d
d d
∗ ∗ ∗ ∗
d∗ ∗
∗
⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
= ⋅ ⋅ − ⋅ ≡ ⋅ − ⋅
≡ ⋅ ⋅
 (A1.14) 
このとき，Cを右 Cauchy-Green変形テンソル(right Cauchy-Green deformation tensor)，Eを Green-Lagrange
ひずみテンソル(Green-Lagrange strain tensor)とよび，次式で定義される． 
C F FT= ⋅        (A1.15) 
 







































































Fig.A1.3 Configuration of a continuum  
 





)E C I= −        (A1.16) 
式(A1.14)において であれば，左辺は変形前後の微小ベクトルの長さの二乗の差になる．つま
り，Green-Lagrangeひずみテンソル Eは微小ベクトルの長さの二乗の変化量の尺度であるといえる．  
∗= XX dd
Eの性質を考える．式(A1.15)より 
2C F F U R R U UT T T= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =      (A1.17) 
したがって， 
( 212 )E U I= −        (A1.18) 
と変形できる．つまり Eは変形に含まれる剛体回転の影響を受けない． 
 式(A1.16)に式(A1.2)を代入して整理すると， 
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   ∂ + ∂ +∂ ∂= − ⊗ = −      ∂ ∂ ∂ ∂   
   ∂ ∂= + + −    ∂ ∂    
 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ⊗  ∂ ∂ ∂ ∂ 
⊗
⊗  (A1.19) 
















 ∂∂≈ + ⊗  ∂ ∂  j




 時刻 tの現配置において近接する二つの物質点 xおよび x+dxがそれぞれ速度 v，v+dvを持つとする．
dvは二つの物質点の相対速度である．dxが微小であれば，dvから dxへ線形変換するテンソルとして次
式が定義できる． 
( ) ( ), , vv v x x v x x L x
x
d d t t d d∂= + − ≈ ≡ ⋅∂     (A1.22) 
ここで， 
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 ∂= ⊗∇ = ⊗ ≡ ⊗  ∂ 
    (A1.23) 
このとき現配置におけるベクトル場 vの勾配である Lを速度勾配テンソルとよぶ．式(A1.23)から明らか




WDL +=        (A1.24) 
( )1 1
2 2




 ∂∂= + = + ⊗  ∂ ∂ 
e j     (A1.25) 
( )1 1
2 2




 ∂∂= − = − ⊗  ∂ ∂ 
e j     (A1.26) 
式(A1.25)における対称テンソル Dを変形速度テンソル(deformation rate tensor)またはストレッチングテ
ンソル(stretching tensor)，式(A1.26)における反対称テンソルWをスピンテンソル(spin tensor)または回転
速度テンソル(rotation rate tensor)とよぶ．式(A1.25)，(A1.26)より明らかなように，D，Wともに Euler型
のテンソルである． 
ここで，時刻 t→tの変化における変形勾配テンソルを ( )F と表すと， t t








∂∂ ∂ = = = ≡ ∂ ∂ ∂ 
&     (A1.27) 
という関係が得られる．これより， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )FL R U R Ut t t t t t tτ ττ τ τ τ ττ = =∂= = ⋅ + ⋅∂ & &    
( ) ( )R Ut tt= +& & t      (A1.28) 
となる．U，Rがそれぞれ対称テンソル，反対称テンソルであることから，次式の関係が得られる． 
( )ttUD &=        (A1.29) 
( )ttRW &=        (A1.30) 
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A1.2 応力テンソル 1)-9) 
A1.2.1 Cauchy 応力テンソル 
 Fig.A1.4に示すように時刻 tの現配置(変形後の配置)において，物体内の任意の仮想表面 A上の物質点





=        (A1.31) 
また仮想表面 A上に作用する表面力ベクトル fnは 
f tn nA ds= ∫        (A1.32) 
となる．ここで A面内において直交する二つの単位ベクトル l，mを与える．そして応力ベクトル tnを
n，l，mについて成分分解して，次式のように表すこととする． 








1 11 1 12 2 13t e eT T T= + +       (A1.34) 
2 21 1 22 2 23t e eT T T= + +       (A1.35) 


































Fig.A1.4 Force acting on the virtual surface  
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ti ijT= e j
e
n
       (A1.37) 
これらの成分T を用いて次のようなテンソルを定義する． ij
T eij i jT= ⊗        (A1.38) 
これを Cauchy応力テンソル(Cauchy stress tensor)または真応力テンソル(true stress tensor)とよぶ．また
Cauchy 応力テンソル Tと応力ベクトル tnの間には次式の関係が成り立つ． 
t T Tn = ⋅        (A1.39) 
これは Cauchy応力テンソル Tに任意面の単位法線ベクトル nを作用させることで，その面に作用する
応力ベクトル tnが得られることを示す．これを Cauchyの公式(Cauchy’s formula)とよぶ． 
 
A1.2.2 Kirchhoff応力テンソル 
 時刻 t0の基準配置から時刻 tの現配置に至る体積変化率 J(Jacobian)を用いて， 
Tτ J=         (A1.40) 
で定義される応力を Kirchhoff応力テンソル(Kirchhoff stress tensor)とよぶ．これは体積に関してのみ基準
配置から現配置に至るまでの変化を考慮している公称応力である．非圧縮性材料の場合体積変化はない
ため， ρ = 0ρ =constantとなる．したがって式(A1.11)より 
TTTτ === ρ
ρ0J       (A1.41) 
となる． 
 
A1.2.3 第1Piola-Kirchhoff応力テンソル  
現配置における微小面積 ds に作用する力 dfnを，基準配置における微小面積 dS で除した応力ベクト
ルを次のように定義する． 
dS
d nft =0         (A1.42) 
基準配置における微小面積 dSの外向き単位法線ベクトルを Nとするとき， 
0t Π N
T= ⋅        (A1.43) 




A1.2.4 各応力テンソル間の関係  
時刻 t0の基準配置における微小面積 dSの外向き法線ベクトルを N，時刻 tの現配置における微小面積
dsの外向き法線ベクトルを nとする．Nと nは Nansonの公式より 
-n F NTds J dS= ⋅       (A1.44) 
と関係付けられる．式(A1.31)，(A1.42)，(A1.44)より，Cauchy応力テンソルと第 1Piola-Kirchhoff応力テ











ΠFτ ⋅=        (A1.46) 
 






時刻 t で一致している二種類の基底ベクトルe iを考える．e は空間に固定された正規直交基底ベク
トルであり，e は時刻 t以後物質の剛体回転と同量だけ回転する正規直交基底ベクトルとする．式(A1.12)






( ) ( ) ( )e R ei t i tτ τ= ⋅% %       (A1.47) 
式(A1.47)をτで微分すると，次式が得られる． 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e R e R e R e R ei t i t i t i tt t tτ τ τ τ τ•= ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅& && &% % % % i t%  (A1.48) 
( )ei τ&% を時刻 tで評価すると，すなわちτ→tとすると式(A1.48)は式(A1.30)を用いることにより 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
e e R e
R e W e






τ ττ τ= == = ⋅
= ⋅ = ⋅
& & &% % %
& % %
     (A1.49) 
となる． 
 さて，時刻 tおよびτにおける Cauchy応力 ( )tT ， ( )T τ をそれぞれの時刻での基底ベクトルで次のよ
うに成分分解する． 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tttTtttTt jiijjiij eeeeT ~~~ ⊗=⊗=     (A1.50) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )τττττττ jiijjiij TT eeeeT ~~~ ⊗=⊗=    (A1.51) 
このとき，時刻 tでは二つの基底ベクトル は一致していることから， ,e ei %i( ) ( )tt ii ee ~=        (A1.52) 
( ) ( )tTtT ijij ~=        (A1.53) 




( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
T e e e e e
e e




eτ τ τ τ τ τ τ τ τ τ
τ τ τ
•= ⊗ = ⊗ + ⊗
+ ⊗




T e e W T Tij i jT= ⊗ + ⋅ − ⋅&& % % % W
W
     (A1.55) 
ただしこのとき， 
W e e W e WTi i i⋅ = ⋅ = − ⋅       (A1.56) 
という関係式を用いている． 
 ここで次式を定義する． 
( )T e e T W T TJ ij i jT≡ ⊗ = − ⋅ + ⋅
o &% &% %     (A1.57) 
これを Cauchy応力の Jaumann速度テンソル(Jaumann rate tensor)または共回転速度テンソル(co-rotational 
rate tensor)とよぶ．このテンソルは， 
 
物質の剛体回転に伴う ie~ の時間的な変化を感知せずに R=I(速度形であればW=0)かつ 
0e =i&~ とする観測者，つまり物質点のスピンWの分だけスピンする観測者からみた応力速度 
 
という物理的意味を持ち，任意のテンソルに関してとることができる．ただし客観性を有する応力速度





A1.3.1 質量保存の原理  
物体の質量 mは，現配置における質量密度をρ，物体の占める領域を vとすると 
∫= v dvm ρ        (A1.58) 
で与えられる．式(A1.11)を式(A1.58)に代入すると， 
∫∫ == VV JdVdVdVdvm ρρ      (A1.59) 
と変形できる． 
 ここでテンソルXのトレースを，式(A1.8)の演算則を用いて 
[ ] [ ] [ ] iiXtr =⋅+⋅+⋅≡ 321321321 eXeeeeXeeeeXX   (A1.60) 
と定義すると，式(A1.9)より 
( )dvtrvd L=&        (A1.61) 
という関係式が得られる．ただしこのとき， 













∂=&      (A1.62) 
という関係式を用いている．これより， 











      (A1.64) 
という関係式を得る．ただし vは物質点の速度ベクトルである． 
 式(A1.59)，(A1.64)より， 
( ) ( )∫∫ ⋅∇+=+= vV dvdVJJm vxρρρρ &&&&     (A1.65) 
となる．古典力学の枠内で捉えるとき，次式が成立する． 
( ) 0=⋅∇+= ∫v dvm vxρρ&&      (A1.66) 
これを質量保存の原理(principle of conservation of mass)とよぶ．また物体の任意の点に関しても上式は成
立することから， 








( ) ∫∫ =• sv dsdv tvρ        (A1.68) 




∫ ×v dvvx ρ
( ) ∫∫ ×=× • sv dsdv txvx ρ       (A1.69) 
このとき式(A1.69)を Eulerの第 2運動法則(Euler’s second law of motion)，または角運動量保存の原理とよ
び，角運動量の物質時間導関数が物体に作用する外力のモーメントに等しいことを示す．式(A1.68)，
(A1.69)を総称して Eulerの運動方程式とよぶ． 
 Eulerの第 1運動法則，第 2運動法則の局所形は，Cauchyの第 1運動法則(Cauchy’s first law of motion)，
Cauchyの第 2運動法則(Cauchy’s second law of motion)とよばれ，それぞれ次式で表される． 
Ta x ⋅∇=ρ        (A1.70) 
TT =T         (A1.71) 
このとき Tは Cauchy応力テンソルを，また aは加速度ベクトルを表している．Cauchyの第 1運動法則
は平衡方程式ともよばれ，現配置に対する運動方程式を表す．Cauchyの第 2 運動法則は，Cauchy 応力





( ) 0tv == ∫∫ • sv dsdvρ       (A1.72) 
とすると，Cauchyの第 1運動法則は次式に示す静的な平衡方程式(equation of static equilibrium)に帰着す
る．  
0Tx =⋅∇        (A1.73) 
 
A1.3.3  基準配置に対する運動法則  
式(A1.11)を用いることにより， Eulerの第 1運動法則式(A1.68)は基準配置に対して次式で表される． 




Πa X ⋅∇=0ρ        (A1.75) 
このときΠは式(A1.43)で定義される公称応力テンソルである． 
 同様に，基準配置に対するEulerの第 2運動法則は次式で表される． 
( )0x v x tV SdV dSρ •× = ×∫ ∫ 0      (A1.76) 
式(A1.45)を考慮することにより，基準配置に対する Cauchyの第 2運動法則が得られる． 
ΠFFΠ ⋅=⋅ TT       (A1.77) 
 式(A1.74)において先と同様に運動量を保存させることにより，基準配置に対する静的な平衡方程式が
得られる． 
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 事象とよばれる空間内の位置 xと時間 tの組(x，t)を観測する観測者を基準枠とよぶ．基準枠は座標系
から独立した存在であり，一つの基準枠からはベクトル xは唯一の存在として観測される．物理現象を
記述するためにはこのような基準枠を必要とするが，基準枠を任意に選択することは一般にはできない．
たとえば Fig.A2.1に示すように，点 Pの位置を図中の三角形で示される二つの基準枠 O，O*から観測す
る場合を考える．基準枠 O は点 P を(x，t)と観測するが，O*は(x*，t)のようにベクトル自体も異なった
存在として観測する．ただしここでは相対論的効果，量子論的効果は除外して，基準枠の運動する速度
が光速と比べて十分小さいとして t=t*としている．ここでこれら異なる基準枠から観測されるベクトル
x と x*の関係を考える．Fig.A2.1 において基準枠 O の向きが O*から ( )tQ だけ回転した向きであるとす
ると，Oから観測されるベクトル xは O*からは ( )Q xt ⋅ と観測される．したがって O*から観測した Oの
位置ベクトルを とすると，xと x( )c t *は 
( ) ( )*x c Qt t= + ⋅ x       (A2.1) 
という関係で与えられる．式(A2.1)は基準枠の変換を表している． 
 基準枠の変換式(A2.1)によってスカラー場 ( )x,tΦ ，ベクトル場 ( )v x ，テンソル場T x の空間表示が
それぞれ
,t ( ,t )
( )* **x ,tΦ ， ( )* ** ,tv x ， ( )* * ,t*T x に変換され，これらが，式(A2.1)から導かれる次の三式 ( ) ( )tt x,,x* Φ=Φ **       (A2.2) ( ) ( ) ( )ttt x,vQ,xv * ⋅=**       (A2.3) ( ) ( ) ( ) ( )tttt TQx,TQ,xT * ⋅⋅=**      (A2.4) 
で関係づけられるとき，三つの場はそれぞれ客観性(Objectivity)，もしくは枠無差別性(frame indifference) 

























Fig. A2.1 Schematic of the reference frames O* and O 
















動法則(A1.71)は物質客観性の原理を満足し，また Cauchy の第 1 運動法則(例えば式(A1.73))についても











(a) Leeの弾塑性分解  
 Fig.A2.2 に示すような直交デカルト座標系で表された空間固定の全体座標系をとり，これを用いて物
体の運動を考える．変形前の配置 C0を基準配置とし，弾塑性変形後の時刻 tの配置 Ctを現配置とする．
物体の任意の物質点 Xが基準配置，現配置でそれぞれ位置 X，xを占めているとすると，Lagrange記述
した物体の運動は式(A1.1)より 
(x x X , t= )        (A2.5) 
と表される．このとき物質点 X の近傍の相対的変形は，式(A1.4)により定義される変形勾配テンソル F
を用いて次式で表すことができる． 




































t=t0  V0,ρ0 






t=t  V,ρ 
X
Y  
Fig.A2.2 Decomposition of elasto-plastic deformation 
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 ここで Fig.A2.2に示すように，時刻 tにおいてもう一つの新しい配置 CPを考える．配置 CPは弾塑性
変形している配置から物体要素に加わっている応力を除去してゼロとした場合の配置である(本研究で
は熱の影響は無視しているが，熱を考慮する場合には応力だけでなく温度も基準温度に戻した場合を考
える)．以降 Cpを除応力配置とよぶ．配置 Cpにおける物質点 Xの位置をαとすると，このときの物質点
Xの配置 C0→Cpの運動は次式で表される． 




また同様の関係より，配置 Cp→Ctの写像も存在するので，配置 Cpを基準として 
( ) ( )(x x α, x X ,t= = )t       (A2.8) 
とおける．以上の関係を用いると，次のように物質点 X近傍の弾性変形および塑性変形を別々に表す変
形勾配テンソルF e，F pを考えることができる． 






∂= = ∂   (Cp→Ct)    (A2.9) 






∂= = ∂  (C0→Cp)    (A2.10) 
ここで微分の連鎖則を用いると 
( ) ( ) ( )x X, x α, α X,
X α X
t t∂ ∂ ∂=∂ ∂ ∂
t






















Fig.A2.3 Relationship between stress-strain curve and configuration  
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( ) ( ) ( )F X, F α, F X,e pt t= ⋅ t
p
     (A2.12) 
式(A2.12)を Leeの弾塑性分解とよぶ． 
 
(b) Leeの弾塑性分解の問題点  













2. 除応力配置 Cpの唯一性 
今，剛体回転を正格直交テンソル Rで表すこととする． 
R RT⋅ = I        (A2.13) 
という関係を用いることにより，次式が得られる． 
( ) ( )
F=F F F R R F
F R R F F F
e p e T p
e T p e
⋅ = ⋅ ⋅ ⋅





F V R Ve e e= ⋅ = e       (A2.15) 
とする．これより式(A2.12)は 
( ) ( ) ( )F X, V α, F X,e pt t= ⋅ t      (A2.16) 
と変形できる．これにより弾塑性分解に唯一性を持たせることが可能となる．ただし，式(A2.15)は任意
に選択できる剛体回転ReのなかからR Ie = となる場合を選択することを意味しているので，弾塑性分
解自体の一般性は失われない．したがってこれ以降弾塑性分解式としては式(A2.16)を用いることとする． 
3. 除応力配置 Cpの時間的変化 
Fig.A2.3から明らかなように，時間とともに弾塑性変形が進行すると，除応力配置 Cpも当然それに伴
って変化する．そのため本来，配置 Cp は基準配置になり得ない．したがって除応力配置を基準配置と
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して定義されるテンソル ( )V の扱いには注意を要する． α,e t
 
4. の不可逆性 ,eV F p
式(A2.11)より明らかなように，V とe F pの順番を入れ換えることはできない．ただしこれは，配置
Cp を配置 Ctから弾性変形だけ取り除いた配置として定義していることに起因する問題であり，塑性変
形が生じてから弾性変形が生じるという変形の順序を示しているのではないことに注意する．当然実際




必要がある．たとえば式(A1.16)で定義される Green-Lagrange ひずみテンソル E を考える．式(A1.16)に
式(A1.15)，(A2.16)を代入すると， 
( )12E= F V V F IT Tp e e p⋅ ⋅ ⋅ −      (A2.17) 
となる．ここで 
( )12E V V ITe e e≡ ⋅ −       (A2.18) 
( )12E F F ITp p p≡ ⋅ −       (A2.19) 
という有限弾性ひずみE e，有限塑性ひずみE pを定義すると， 
E=F E F E E ETp e p p e p⋅ ⋅ + ≠ +      (A2.20) 







(c) Leeの弾塑性分解を用いた速度勾配テンソルの表現  
弾塑性構成式は一般に速度形で表される．そこで式(A2.12)に基づいて速度形の弾塑性分解式を導く．
それに先立ち本節では Leeの弾塑性分解を用いた速度勾配テンソル Lの表現を導く． 
まず式(A2.15)に示すV の速度形表現を考える．前節で指摘したようにV は基準配置が時刻とともに
変化することから，Euler表示となる．そこでV に関する Euler表示の物質時間導関数を考えると， 
e e
e






• ∂ ∂= +∂ ∂
p       (A2.21) 
このとき は配置 Cv p pにおける物質点 Xの速度を表す．また一方式(A2.16)より，変形勾配テンソルＦに
関して 
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( ) ( ) ( ) ( ) (F X, =V α F X V α F X, , ,e p e pt t t t• ⋅ + ⋅    ), t    (A2.22) 
という関係が仮定できる．ただしこのとき Euler 表示に関する物質導関数を•，Lagrange 表示による物
質導関数を としている． 
 ところで，弾塑性配置Ctにおける速度勾配テンソル Lは式(A1.27)より 
( ) 1x XL= F F F
X xt




     (A2.23) 
で与えられる．これに式(A2.16)，(A2.22)を代入し整理すると， 
1L=V V V L V-e e e p e
•
⋅ + ⋅ ⋅ 1-       (A2.24) 
ここで 
1 vL F F
α
p
p p p− ∂= ⋅ = ∂
 
      (A2.25) 




D= V V V V V V V L L V V V- -Te e e e e e e p p e e
• • ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅  
e   (A2.26) 
これが Leeの弾塑性分解を用いた速度勾配テンソル Lの表現である． 
 
(d) 微小弾性ひずみテンソルの定義  
続いて，微小弾性-有限塑性体で用いる微小弾性ひずみテンソルを定義する．配置CpからCtへの変位，
つまり弾性変形に伴う変位を とすると，次式のように表すことができる． ue
( ) ( )ee t= − = − ≡,u x α x α α u α t,      (A2.27) 
ただし ( )u は除応力配置 Cα,e t pに関して定義された変位ベクトルである．これより，V はαを基準とし
た
e
x ( )の勾配であることから， ( t,x α )=
e
e e ∂ ∂= = = + ≡ +∂ ∂
x uV F I I ε
α α












  ∂ ∂ = +    ∂ ∂   
       (A2.29) 
という微小変形理論における Cauchy の微小ひずみテンソルに帰着する．ただし式(A2.29)は除応力配置
を参照配置として記述されている． 
(d) Leeの弾塑性分解の速度形表現  
最後に以上の関係を用いて，ひずみ速度の弾塑性分解式を導く．式(A2.28)の物質導関数は， 
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( )V I εe e• ••= + = εe
e
      (A2.30) 
となる．ここで弾性ひずみ が Iに比べて十分小さいという条件を課すと， εe
( ) ( )I ε ε I ε I ε Ie e e e− ⋅ = ⋅ + ≅-      (A2.31) 
という関係が得られるので，これより 
1V I εe− ≈ -        (A2.32) 
となる．式(A2.30)，(A2.32)を式(A2.26)に代入して， を考慮しつつ整理すると， 1εe  
1 2 2 2
2
D ε ε ε ε ε W ε ε W De e e e e p e e p p
• • • = − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ +  
2   (A2.33) 
と変形できる．ただしこのときD p，W はそれぞれ の対称，反対称部分である． p Lp
 本研究で対象としている微小弾性-有限塑性体の場合，塑性変形速度D pは弾性ひずみ速度 ε に比べて






D ε W ε ε W De p e e p
•
= − ⋅ + ⋅ + p
p
p
     (A2.34) 
さらに， 
( )ε ε W ε ε We e p e eJ
•
≡ − ⋅ + ⋅
o
     (A2.35) 
という塑性スピンテンソルW に関する の Jaumann速度を導入すると，式(A2.34)は p εe
( )D ε DeJ= +
o
       (A2.36) 
と変形できる．さらに式(A1.26)に式(A2.24)，(A2.28)，(A2.30)，(A2.32)を代入して，式(A2.33)と同様な
微小項の省略を行うと， 
W W D ε ε Dp p e e P≈ − ⋅ + ⋅      (A2.37) 
という近似式が得られ，これを式(A2.35)に代入し整理することにより， 
( )ε ε W ε ε We e e eJ
•
≈ − ⋅ + ⋅
o
      (A2.38) 
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W dδ = ∆ ⋅∫ % Sδ       (A3.1) 




ft= td ds ds
ds dS dS
=%       (A3.2) 
このとき dfは現配置において作用している力を，dsは現配置における微小面積を，また dSは基準配置
における微小面積を表している．式(A3.2)より， 
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  ( )t= t t t t+ t vC Dds ds ds
dS dS dS
∆ ∆ ∆ = ∆ + ≡ ∆ ∆  
% % %    (A3.3) 
という関係式の成立を仮定することができる．ここで tC∆ %は変形速度 には無関係で物体の外部から制
御される項を表し，また
v
( )t vD∆ % は変形速度 vに依存する項を表す．つまり，公称表面力増分は変形速
度には無関係な項と変形速度の関数となる項の和の形で表すことができるとする．ここで次式が成立す
るとき，表面力は自己随伴であるとよぶ． 




dS′ ′∆ ⋅ − ∆ ⋅ =∫ % %      (A3.4) 
ただしvと はともに v′
  v v v′= =    on       (A3.5) uS
を満足するある一つの平衡状態からの異なる可容速度場であり， tD∆ %はvに， t ′∆ %D はv にそれぞれ対応
して定められる．ここでさらに， 
′
         (A3.6) v v v′ − ≡ ∆
  (t tD D′∆ − ∆ ≡ ∆ ∆% % )t%       (A3.7) 
とおくと，式(A3.4)は 




dS∆ ⋅∆ −∆ ∆ ⋅ =∫ % % )      (A3.8) 
と変形することができる．式(A3.8)中の速度差を表す∆は， v∆ が微小な場合変分記号δ に置き換えるこ
とができる．したがって式(A3.8)は次式のように変形できる． 




dS dSδ δ∆ ⋅ = ∆ ⋅∫ ∫% %      (A3.9) 
これより， 



















t v t v t v
c c c
C D
ext S S S












逆に式(A3.13)のようにポテンシャルが存在しても， tD∆ %およびvが線形の場合のみδ と の置き換え
が可能となる．つまり，自己随伴条件が満足されるのはポテンシャルが存在し，かつ
∆
t%D および が線∆ v
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ft= nd ds dsp
ds dS dS
= −%       (A3.14) 
ただしここで用いている記号は 3.3節および A3.1節と同様である．またここでは変形開始前の状態を基
準配置としている．式(A3.14)に対して Nansonの公式を用いると， 
   ( )dett= n F F N F NTdsp p pJ
dS




   ( ) )t= F N F N F N NT T TpJ pJ pJ pJ− − − −− ⋅ = − ⋅ − ⋅ − ⋅   & &% & &   (A3.16) T
となる．ただし前述のように本論文の枠内では速度形と増分形は本質的に等価であることに注意する．
ここで 
  ( ) ( )I F F F F F F 0T T T T T T− − −= ⋅ = ⋅ + ⋅ = & &    (A3.17) 
を考慮すると， 
( )F F F FT T T− −= − ⋅ ⋅  & T−       (A3.18) 
という関係が得られる．さらに，式(A1.62)，(A1.64)より， 
( )1L F FJ Jtr Jtr −= = ⋅& &       (A3.19) 
という関係が得られる．これら式(A3.18)，(A3.19)を式(A3.16)に代入すると，次式のように変形できる． 
( )1t= F N F F F N F FT T TpJ pJtr pJ− − − −− ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅& &% &  (A3.20) NT T− ⋅&
このとき式(A3.20)の各項は，変形速度 とそれぞれ次のような関係にある． v
・ F NTpJ −− ⋅&  
p& が物体の外部から制御されるため，変形速度 には無関係 v
・ ( )1F F F NTpJtr − −− ⋅& ⋅  
( )1 xF F Ltr tr−⋅ = = ∇& v⋅ という関係から，変形速度vの線形関数 
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・ F F F NT T TpJ − −⋅ ⋅ ⋅&  
( )F F F F L F F L FTT T T T T T− − − −⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅& T−   → xL v= ⊗∇ という関係から，変形速度v
の線形関数 
したがって以上の関係より，式(A3.3)の表記方法にならうと式(A3.20)は 
  t= F NC pJ −−&% & T ⋅        (A3.21) 
  ( )1t= F F F N F F FD T TpJtr pJ− − − −− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅& &% NT T ⋅&    (A3.22) 
のように変形速度に依存する項 tD &%と依存しない項 tC &%に分けることができる．updated Lagrangian形式で
用いるために現配置と基準配置を一致させると，式(2.15)より 
t = nC u p−&% &        (A3.23) 
( ) ( )( ) ( )t = L n F n L n L nTD u Ttp tr p t p tr p− + ⋅ = − +& &% ⋅   (A3.24) 
ただし上付添え字 uは現配置と基準配置を一致させた後の表面力ベクトルであることを示す．前述のよ
うにF& および はvに対して線形であることから，L ,t tD D u& &% % は に対して線形な関数となっていることに
注意する．式(A3.23)，(A3.24)から，
v






   ( )( 0t v t v
c
D u D u
s




( ){ } ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }
0
x x x x
t v t v
n v L I L v L I L










p tr tr ds
p ds
∆ ⋅∆ −∆ ∆ ⋅
 = ⋅ ∆ ⋅ − + − ⋅ −∆ + ∆ 






  (A3.26) 
ここで， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x× v× v v v v v v v v v∇ ∆ = ∇ ⋅∆ − ⋅ ∇ ⊗∆ − ∇ ⋅ ∆ + ∆ ⋅ ∇ ⊗x   (A3.27) 
という関係を用いることにより，式(A3.26)は 
( )( )
( ){ } ( ) 0x
t v t v
n v v n v v
c
c c




p ds p rot
∆ ⋅∆ −∆ ∆ ⋅





  (A3.28) 
と変形できる．さらに Stokesの定理， 
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( )a b a r
S C
rot ds d⋅ = ⋅∫ ∫       (A3.29) 
( d ：曲面 Sを囲む閉曲線 C上に半時計回りにとった微小ベクトル)  r
を用いることにより，最終的に 
( ) 0v v r
cc
p d×∆ ⋅ =∫       (A3.30) 





(a) 曲面 cs を囲む閉曲線 上で の場合 (閉曲線cc v 0∆ = cc 上で速度が完全固定されている場合) 
(b) 曲面 cs を囲む閉曲線 上でvと が平行，つまりcc v∆ v v 0×∆ = の場合 (対称面条件が与えられている
場合) 
(c) 曲面 cs を囲む閉曲線 上で と が直交，つまりcc v v×∆ rd ( )v v rd 0×∆ ⋅ = の場合 (対称面条件が与えら
れている場合) 
(d) 曲面 cs を囲む閉曲線 が存在しない場合 cc


























































具要素 Tを構成する工具節点を 1X ， 2X ， 3X ， 4X とし，このうちで材料節点 xと最も近い節点を 1X と
する．また工具節点 1X における工具面法線ベクトルを n とする．まず，次式が満たされるかどうかチ
ェックする． 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 20, 0a p a a a p p a× ⋅ × ≥ × ⋅ × ≥    (A4.1) 
ただし， 










     (A4.2) 






×        (A4.4) 
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( ) 0s s xξ
∂ ⋅ − =∂        (A4.6) 
( ) 0s s xη
∂ ⋅ − =∂        (A4.7) 
ここで ( ),ξ η は自然座標を表す．四角形要素は通常平面ではなく三次元的に曲率を持った面となる．ま
たそれにより四角形一次要素の形状関数は ( ),ξ η に関して双一次の関数となる．したがって式(A4.6)，
(A4.7)は一般に解析的には解くことができない．そこで Newton-Raphson法を用いて数値的に解くことを
考える．位置ベクトル sを Taylor展開し，二次以上の微小項を無視すると， 
( , ) s ss si iξ ξ η η ξ ηξ η
∂ ∂+ ∆ + ∆ = + ∆ + ∆∂ ∂  (ただし， ( , )s s i iξ η≡ )  (A4.8) 
これを式(A4.6)に代入して整理すると， 




0s s s s ss x η ξξ ξ η ξ ξ η
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ⋅ + ∆ + ∆ + ∆ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  




0s s s s ss x ξ ηη ξ η η ξ η
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ⋅ + ∆ + ∆ + ∆ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
ξ   (A4.10) 
式(A4.9)，(A4.10)を連立させてマトリクス形式で表すと， 










ξ ξ η ξ
ηξ η
η ηξ η
  ∂ ∂        ∆∂ ∂ ∂   ∂ ∂     + − ⋅ = − − ⋅       ∂ ∆∂ ∂ ∂           ∂ ∂∂ ∂       
∂
∂ ∂  (A4.11) 
式(A4.11)を解くことにより ( ),ξ η∆ ∆ を求め， 
1 1,i i i iξ ξ ξ η η+ += + ∆ = + ∆η  
として十分に収束するまで繰り返し計算を行う．反復計算が収束しない場合に備えて，通常繰り返し数
は最大 10回程度とする．この収束した点 sが，工具面上の接触位置となる． 
 工具要素が三角形一次要素である場合，要素は完全な平面となり形状関数も線形となる．三角形一次
要素の形状関数(面積座標)を ( )1 2,L L と表すと位置ベクトル sは 
(1 1 2 2 1 2 31L L L L+ + − −s= X X X)      (A4.12) 
と表すことができる．ここで， iX は工具節点 i の位置ベクトルを表す．これを式(A4.6)，(A4.7)に代入
して整理すると， 
1 1 1 3 1 2 1 3 1 1 31
1 2 2 3 2 2 2 3 2 2 32
L
L
⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅    =     ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅    
X X X X X X X X x X X X
X X X X X X X X x X X X
 (A4.13) 
式(A4.13)より明らかなように，三角形要素の場合は線形な方程式となり，解析的に解くことができる． 










∂ ∂×∂ ∂= ∂ ∂×∂ ∂














































Fig.A4.2 Tool model with elements of large aspect ratios 
Slave segment 
Master segment 
Spheres with same volumes
as those segments 
Fig.A4.3 Pinball algorithm 





A4.3 Inside-outside algorithm5) 











V Va aid = ⋅ x        (A4.17) 
で与えられるスカラー量d を求める．d は射影ベクトルV と工具要素 Tの交点a a x pが辺 abよりも要素側








次要素の内挿により求める．本アルゴリズムでは自然座標系における座標値 ( ),ξ η を厳密に求めること
はせずに，工具要素が三角形，四角形に関わらず面積座標を用いて形状関数値を算出する．特に四角形
要素の場合には Zhongら 6)によって提案された四角形要素に対する面積座標を用いた近似的な形状関数
値の算出法を用いている．本算出法によれば，Fig.4.12(Fig.A4.5)のように材料節点 x から工具要素 T 上






















Fig.A4.4 Inside-outside algorithm 
 




























Fig.A4.5 Approximated area coordinate system proposed by Zhong, et. al16) 
 
 
a b cN ∆ ∆= ∆        (A4.18) 
b c dN ∆ ∆= ∆        (A4.19) 
c d aN ∆ ∆= ∆        (A4.20) 
d a bN ∆ ∆= ∆        (A4.21) 
ただし， 
( ) (a c b d∆ = ∆ + ∆ ∆ + ∆ )       (A4.22) 


























 Fig.A4.6に示す工具要素上の点 X tは工具要素を構成する節点からの内挿として，次式で表される． 
( ) ( )
( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2






i i i i i i i i i i
i i i i i i i
X N X X X X X X X X X
X X X X X X X X
α α
α ξ η ξη ξ η ξη
ξ η ξη ξ η ξη
= Σ = − − + + + − −
























：contact point on tool 











Fig.A4.6 Local search algorithm employed in conventional ITAS3D 
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( ) ( )
( ) ( )
1 2 3 4 1 2 3 4






i i i i i i i i i i
i i i i i i i i
X N X X X X X X X X X




= Σ = + + + + − + + −
+ − − + + + − + −
 (A4.24) 
これは同様に接触点 X tにおける工具面法線ベクトルV についても成立し， t
( ) ( )
( ) ( )
1 2 3 4 1 2 3 4






i i i i i i i i i i
i i i i i i i i
V N V V V V V V V V V




= Σ = + + + + − + + −
+ − − + + + − + −
  (A4.25) 
となる．一方材料節点 X pから工具要素に対して発したベクトルをV とすると， tp
V X Xtp p t= −        (A4.26) 
のように表される．このとき， 
V V//tp t         (A4.27) 














× = ≡ = 0      (A4.29) 




1 2 3 3 2
2 3 1 1 3







tp t tp t
tp t tp t
tp t tp t
W V V V V
W V V V V




= ⋅ − ⋅ =
= ⋅ − ⋅ =
= ⋅ − ⋅ =
     (A4.30) 
となる．式(A4.30)の各式は ( ),ξ η の二変数関数なので，任意の二式を連立して解くことで解が得られる． 
 ここでは W1と W2を連立させて解く場合を考える．W1と W2はそれぞれ ( ),ξ η に関して四次の方程式
であるので，Newton-Raphson 法を用いて繰り返し計算を行う．W1と W2を Taylor展開すると， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 21 11 1 W WW W Oξ η ξ ηξ ξ η η ξ η ξ η ξ ηξ η∂ ∂+ ∆ + ∆ = + ∆ + ∆ + ∆ ∆∂ ∂, ,, , ,  






( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
1 1 2 2
1 1
2 2
2 2 2 2
W W
OW W
W W W W O
ξ ηξ ξ η η ξ η ξ η ξ
ξ ξ η η ξ η η ξ ηξ η
∂ ∂     ∆ ∆   + ∆ + ∆ ∂ ∂ ∆      = + +      + ∆ + ∆  ∂ ∂ ∆        
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−  ∆   = −  ∆     
,
,










∆     = +     ∆    






∆  ≈  ∆  

       (A4.36) 
を収束条件とする．ITAS3Dでは，最大 20回を限度として繰り返し計算を行う． 
 式(A4.33)におけるヤコビアン Jの各成分はそれぞれ次式で与えられる． 
( ) ( )3 31 22 2 3 3 3t tt t2 2p t t p tV XW X VX X V X X Vξ ξ ξ ξ∂ ∂∂ ∂ ∂= − − − − +∂ ∂ ∂ ∂ tξ∂   (A4.37) 
( ) ( )3 31 22 2 3 3 3t tt t2 2p t t p tV XW X VX X V X X Vη η η η∂ ∂∂ ∂ ∂= − − − − +∂ ∂ ∂ ∂ tη∂   (A4.38) 
  ( ) ( )3 32 13 3 1 1 1t tt t1 3p t t p tX VW VX X V X X Vξ ξ ξ ξ∂ ∂∂ ∂= − − − − +∂ ∂ ∂ ∂ tXξ∂∂   (A4.39) 
  ( ) ( )3 32 13 3 1 1 1t tt t1 3p t t p tX VW VX X V X X Vη η η η∂ ∂∂ ∂= − − − − +∂ ∂ ∂ ∂ tXη∂∂   (A4.40) 
式(A4.37)～(A4.40)に式(A4.24)，(A4.25)で与えられる X t，V を代入することにより，ヤコビアン Jの各
成分を求めることができる． 
t
 以上の計算により，材料節点から発する射影ベクトルと工具要素との交点(工具面上の接触点) X tおよ












V Vtp tF = ⋅        (A4.41) 
で与えられるスカラー量 Fを求める．このとき 
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   =             (A5.1) 
ここで帯状域内外の諸物理量の差を で表すと，速度成分v の差∆ i iv∆ は， 
*1
その他の例としては，圧縮応力場下での座屈現象や，単軸引張り下でのくびれ現象などが挙げられる． 

























Fig.A5.1 Localized necking in thin sheet in S-R theory  
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f x n f x n
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x nvL
x x x n x
f x n n g n
  ∂ ∂ ∂∂∆ = ∆ = =  ∂ ∂ ∂ ∂ 
′= ≡











σ∂ =∂  (i,j=1,2)      (A5.4) 
ここで hは Fig.A5.1に示すように板厚を表し，また ijσ は Cauchy応力を表す．板材の各点における時間




― A-39 ― 
APPENDICES 
( ) ( ) ( ) ( ) 0ij ij ijij r
i i i r
h h h
h v
t x x t x x
σ σ σσ     ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂     = = −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
  =   (A5.5) 






σ σ∂ + =∂

















σ σ σ σ
σ σ
∂ ∂+ − +∂ ∂
∂≡ ∆ + ∆ =∂
& && &
& &
    (A5.7) 
したがって， 




σ σ∂ ∆∆ + ∆ = ∆ =∂
&
&     (A5.8) 
という関係が得られる．ただし 33D は速度勾配テンソルの(3,3)成分である．ここで仮定 1 に示したよう
に，帯状域内外の諸物理量の差は帯状域の法線方向座標の関数であり，また帯状域の外ではゼロである
とすると，次のような関係を得ることができる． 




x x n x






( ) 0ik k
n
x n








σ σ∂ ∆ + ∆ =∂
&
      (A5.11) 
と変形できる．以上より，帯状域に沿う方向では 
33i ij i ijn D n constσ σ∆ + ∆ =&      (A5.12) 
となる．一方前述のように帯状域の外では 33 0ijD σ∆ = ∆ =& であることから，式(A5.12)が帯状域の内外に
かかわらず任意の場所で成立するには， 
33 0i ij i ijn D nσ σ∆ + ∆ =&       (A5.13) 
という関係が要請される． 
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 ここで次式のような平面応力状態を仮定した，一般的な速度形線形構成式を導入する． 
33,kij ijkl kl ijkl ij
l j
v vC L C D M i
x x





ij ijkl ijkl ijkl k l
l l
v vC C C
x x
σ  ∂ ∂∆∆ = ∆ = = ∂ ∂ 
& g n     (A5.15) 
  33
i i
ij ij ij i j
j j
v vD M M M
x x
 ∂ ∂∆∆ = ∆ = =  ∂ ∂ 
g n     (A5.16) 
式(A5.15)，(A5.16)を式(A5.13)に代入すると， 
( ) 0i ij kl k l i ijkl k l i ij kl l i ijkl l kn M g n n C g n n M n n C n gσ σ+ = + =
2
  (A5.17) 
という 1,g g に関する連立一次斉次方程式が得られる．これをマトリクス形式で表すと， 
1 1 11 1 2 12 1
2 1 21 2 2 22 2
0
0
i i l l i i l l i i l l i i l l
i i l l i i l l i i l l i i l l
n M n n C n n M n n C n g
n M n n C n n M n n C n g
σ σ
σ σ
+ +     =    + +    
  (A5.18) 




1 1 11 1 2 12
2 1 21 2 2 22
det 0i i l l i i l l i i l l i i l l
i i l l i i l l i i l l i i l l
n M n n C n n M n n C n
n M n n C n n M n n C n
σ σ
σ σ
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